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Аннотация 
В работе рассматривается задача о числе p2-разбиений плоскости на полигек-

сы заданной площади. То есть таких разбиений, при которых любую фигуру раз-
биения можно перевести в любую другую фигуру этого разбиения параллельным 
переносом либо центральной симметрией, причем преобразование переводит все 
разбиение в себя. Пусть t(n) – число p2-разбиений плоскости на полигексы площа-
ди n. Доказано, что справедливо неравенство 5

1 22 ( ) 3,42n nC t n C n⋅ ≤ ≤ ⋅ ⋅ . При до-
казательстве нижней оценки использована явная конструкция, позволяющая по-
строить требуемое число p2–разбиений плоскости. Доказательство верхней оцен-
ки основано на критерии Конвея существования p2-разбиений плоскости и на те-
ории самонепересекающихся блужданий на гексагональной решетке.

Полигекс представляет собой связную фигуру на плоскости, составлен-
ную из конечного числа единичных правильных шестиугольников, примы-
кающих друг к другу по целым сторонам. Полигексы можно рассматривать 
как конечные подмножества шестиугольного паркета со связной внутрен-
ностью. Название полигекс было предложено Д. Кларнером [18]. Полигек-
сы изучались в работах Гарднера [1-4], Голомба [5], Роадса [24], Майерса 
[22], Малеева [6, 21], Факуды [14, 15] и других авторов. Большой вклад в 
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популяризацию математических задач, связанных с полигексом, внес Гар-
днер, который в своей рубрике “Математические игры” в журнале Scientific 
American опубликовал серию статей, обсуждающих эти проблемы, а затем 
включил их в соответствующие главы своих книг [1-4].

В настоящее время достаточно популярны многочисленные задачи, свя-
занные с полигексами. В частности, различают свободные полигексы (когда 
фигуры, полученные поворотом или отражением, считаются одной и той же 
фигурой), односторонние полигексы (фигуры, полученные зеркальным от-
ражением, читаются различными), фиксированные полигексы, различаемые 
при поворотах и т.д. Интерес к задачам перечисления полигексов связан с 
химией ароматических углеводородов [11, 12].

Отметим, что полигексы являются частным случаем полиформ, то есть 
плоских или пространственных геометрических фигур, получаемых пу-
тем соединения соседних фигур по целым ребрам или граням. Также инте-
рес представляют полиформы с ячейками в виде правильных треугольников 
(полиамонды) и квадратов (полимино). Обзор многочисленных результатов 
и нерешенных проблем, связанных с перечислением полиформ конкретного 
типа, можно найти в работах [17-19, 23].

Перейдем к изучению разбиений на полигексы.
Определение. Разбиение называется решетчатым, если любую фигуру 

разбиения можно перевести в любую другую фигуру разбиения, при этом 
все разбиение переходит в себя.

Другими словами, разбиение на полигоны считается решетчатым, если 
существует группа трансляций плоскости, которая действует транзитивно 
на множестве полигексагональных ячеек. При этом существующее множе-
ство трансляций образует решетку. В случае полигексов легко видеть, что 
данная решетка является подрешеткой гексагональной решетки.

Без ограничения общности, можно считать, что все вершины полигек-
са являются точками целочисленной гексагональной решетки. Пусть n пло-
щадь полигекса, то есть полигекс состоит из n правильных шестиугольни-
ков, площади 1 каждый. Возникает задача подсчитать число решетчатых 
разбиений t(n) плоскости на полигексы заданной площади.

Определение. Разбиение называется правильным, если для любых двух 
его фигур существует движение из группы симметрий этого разбиения, пе-
реводящее одну фигуру в другую и при этом все разбиение в себя.

Очевидно, что решетчатые разбиения являются частным случаем пра-
вильных разбиений. Правильные разбиения классифицируются по группам 
симметрий ячейки разбиения, которых всего насчитывается 17 (кристал-
лографические группы). Решетчатым разбиениям соответствует группа p1, 
следующей по сложности идет группа p2, порожденная решеткой и преоб-
разованием центральной симметрии.

Мы будем рассматривать p2-разбиения плоскости на гомеоморфные 
диску полигексы. Также мы будем предполагать, что решетка периодов раз-
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биения является подрешеткой целочисленной гексагональной решетки.
Определение. Разбиение называется p2-разбиением, если любую фи-

гуру разбиения можно перевести в любую другую фигуру разбиения парал-
лельным переносом или центральной симметрией, причем это преобразова-
ние переводит все разбиение в себя.

Два разбиения плоскости будем считать эквивалентными, если суще-
ствует движение плоскости, переводящее одно разбиение в другое.

В настоящей статье мы докажем следующее утверждение.
Теорема. Для числа t(n) p2-разбиений плоскости на полигексы задан-

ной площади n, решетка периодов которых является подрешеткой гексаго-
нальной решетки, справедлива следующая оценка:

5
1 22 ( ) 3,42 .n nC t n C n⋅ ≤ ≤ ⋅ ⋅

Ранее аналогичные результаты были получены авторами в задачах под-
счета числа решетчатых разбиений и p2- разбиений плоскости на полимино 
заданной площади [8, 9].

Доказательство: 
Оценка снизу. Возьмем произвольную последовательность длины n из 

нулей и единиц. По ней восстановим полигекс из n+1 шестиугольника еди-
ничной площади. 0 и 1 определяют способ стыковки соседних ячеек, а имен-
но: 0, если следующий шестиугольник смежен с предыдущим по нижнему 
горизонтальному ребру; 1, если следующий шестиугольник смежен с пред-
ыдущим по боковому правому нижнему ребру. Итак, каждому такому коду 
будет поставлен в соответствие полигекс. Если для данного полигекса сна-
чала сделать центральную симметрию в ребре крайнего шестиугольника 
этого полигекса, а потом сдвигать эту конструкцию уже из 2n шестиуголь-
ников на векторы (1;–1) и (0;2n) гексагональной решетки, то мы получаем 
p2-разбиения плоскости с решеткой периодов, порождаемой данными ба-
зисными векторами. Строение полигекса будет определяться цепочкой из 
0 и 1, и количество различных полигексов, определяемых этой последова-
тельностью будет 2n. Некоторые из полученных разбиений могут совпадать, 
а именно: правильный шестиугольник имеет 6 осей симметрий и 6 пово-
ротов, совмещающих шестиугольник с собой. Этим объясняется появление 
константы C1 в оценке снизу.

Оценка сверху. Вместо площади будем фиксировать периметр поли-
гекса. Обозначим через '( )t p  число p2-разбиений плоскости на полигексы 
полупериметра p. Данное определение корректно, так как периметр любо-
го полигекса четное число. Для p2-разбиения существует критерий Конвея 
[25], устанавливающий при каких условиях полигекс задает p2-разбиение, а 
именно:

Теорема: Полигекс порождает p2-разбиение плоскости тогда и только 
тогда, когда граница полигекса может быть разбита на 6 частей abcdef таких, 
что a переходит в d параллельным переносом, остальные части центрально-
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симметричны, причем некоторые части могут быть пустыми. При этом 
различным разбиениям границы полигекса соответствуют различные p2-
разбиения плоскости на данный полигекс.

Известно, что число m(l) самонепересекающихся блужданий длины l на 
шестиугольной решетке не превосходит ( )( 2 2 )lC ε ε+ +  [13]. Пусть mc(l) – 
число самонепересекащихся центрально-симметричных ломаных длины l. 
Такая ломаная определяется своей половиной, которая также является само-
непересекающейся. Таким образом, справедлива оценка

Отсюда получаем, что для любого 0ε > :

/2( ) (( 1) / 2) '( )( 2 2 ) .l
cm l m l C ε ε≤ + ≤ + +

Исходя из сказанного выше, для числа '( )t p  p2-разбиений плоскости на 
равные полигексы полупериметра p справедлива оценка:

1( )
2

'( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
a b c e f

a c b c c c e c f

l l l l l p

t p m l m l m l m l m l
+ + + + =

≤ ≤∑

/2 /2 /2

1( )
2

'( ) ( 2 2 ) ( 2 2 ) ( 2 2 ) ( 2 2 )a b c e

a b c e f

l l l l

l l l l l p

C ε ε ε ε ε
+ + + + =

≤ + + + + + + + + ⋅∑

1 1( ) ( )
2 2

'( ) ( 2 2 ) '( )( 2 2 ) 1
a b c e f a b c e f

p p

l l l l l p l l l l l p

C Cε ε ε ε
+ + + + = + + + + =

= + + = + + ≤∑ ∑

4"( )( 2 2 ) .pC pε ε≤ + +

Последняя оценка связана с тем, что 1( )
2

1
a b c e fl l l l l p+ + + + =

∑  является количе-

ством решений линейного диофантового уравнения 
1 ( )
2a b c e fl l l l l p+ + + + = , их

количество из [7] асимптотически с точностью до константы эквивалентно p4.
Итак, мы получили, что число решетчатых разбиений плоскости на рав-

ные полигексы заданного полупериметра p не превосходит
4'( ) "( )( 2 2 ) .pt p C pε ε≤ + +

Перейдем к площади. Методом математической индукции легко полу-
чить, что периметр P ≤ 4n+2, тогда для полупериметра верно p ≤ 2n+1. Для 
получения верхней оценки числа решетчатых разбиений плоскости на поли-
гексы заданной площади остается просуммировать предыдущую оценку по 
p от 1 до 2n+1:
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2 1 2 1
4

1 1
( ) '( ) "( )( 2 2 )

n n
p

p p
t n t p C pε ε

+ +

= =

≤ ≤ + +∑ ∑ .

Заменяя последнюю сумму на интеграл 
2 1

4

0

"( ) ( 2 2 )
n

xC x dxε ε
+

+ +∫  и учиты-

вая, что 
4 4 4 3 3 2 2

5 ( 4 12 24 12)
x

x ex e dx x x x x
α

α α α α α
α

= − + − +∫ ,

получаем оценку 2 1
2 4

1
( ) "'( )( 2 2 ) (2 1)

n
n

p
t n C nε ε

+

=

≤ + + +∑ .

Ограничимся неравенством 2 2 1,85ε+ + ≤ , и, заменяя константу "'( )C ε  
на C , получаем оценку 5 2( ) (2 1) 1,85 .nt n C n≤ +

Занося все константы в константу 2C , имеем неравенство 5
2( ) 3,42 .nt n C n≤
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Аннотация
Одной из важных задач кристаллографии и кристаллохимии является выяв-

ление особенностей молекулярных упаковок в кристаллическом состоянии. В свя-
зи с этим возникает, с одной стороны, проблема математического описания взаим-
ного расположения молекул в кристалле по возможности меньшим числом пара-
метров, с другой стороны, задача априорного предсказания возможных кристал-
лических структур данного химического соединения. Именно эти две задачи при-
зван решать предложенный в [5] и обобщённый в [3] метод дискретного модели-
рования молекулярных упаковок в кристаллах (МДМ). Метод основан на замене 
молекул их дискретными моделями – поликубами – и расчёте всех возможных ва-
риантов расположения этих поликубов в дискретном упаковочном пространстве. 

Summary
One of the main problems of crystallography and crystal chemistry is to reveal the 

peculiarities of molecular packings in the crystal state. In this regard, there is, on the 
one hand, the problem of the mathematical description of the relative placement of the 
molecules in the crystal with less as possible parameters, on the other hand, the problem 
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